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De qubit, een eenvoudig kwantumsysteem
Studiewijzer
Deze studiewijzer helpt je bij het verwerken van de thema’s die in de tekst
“Module 3 – Kwantummechanica” in het handboek Quark 6.2 aan bod ko-
men. Aan de hand van opdrachten en oefeningen gidsen we je door de boei-
ende wereld van de kwantumfysica.
Opdracht 1
1. Lees “Hoofdstuk 1: Inleiding” aandachtig door.
2. Probeer nadien een antwoord te formuleren op de volgende vragen:
(a) Wat zijn de belangrijkste verschillen tussen een puntmassa, een
puntlampje en een punttolletje?
(b) Wat bedoelt men met het magnetisch moment van een staafmag-
neet?
Opdracht 2
1. Lees “Paragraaf 2.1: De opstelling van Stern en Gerlach” aandachtig
door.
2. Verifieer door te steunen op je kennis van de kinematica en dynamica
dat de afbuiging van een deeltje gegeven wordt door
tan(α) =
F d
mv2
.
Opdracht 3
1. Lees “Paragraaf 2.2: Kwantisatie” aandachtig door.
2. Bekijk nadien het filmpje The spin, a quantum magnet. Indien de link
of een van de volgende om een of andere reden niet werkt dan kan je
naar de volgende url gaan:
https://www.youtube.com/watch?v=rg4Fnag4V-E
3. Leg in eigen woorden uit wat je waarneemt als je klassieke magnetische
puntdipolen door een Stern-Gerlachapparaat stuurt en wat er anders
verloopt bij eenzelfde experiment met elektronen.
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Opdracht 4
1. Lees “Paragraaf 2.3: Preparatie” aandachtig door.
2. Open de applet Successive Stern-Gerlach experiments of ga naar
http://www.st-andrews.ac.uk/physics/quvis/simulations
phys/ph42 Stern Gerlach Experiments.html
3. Stel de applet zodanig in dat je twee S-G-toestellen achter mekaar
plaatst, zodat het eerste S-G-toestel kan gebruikt worden om de luk-
raak gerichte spins op te lijnen in de toestand ↑1 .
4. Wat doet men met de elektronen die aan de ↓1-uitgang van het eerste
toestel verschijnen?
5. Klik de knop “Show Probabilities” aan en bekijk de kansen om een
elektron waar te nemen aan de ↑-uitgang en de ↓-uitgang van het tweede
S-G-toestel.
6. Roteer het tweede S-G-toestel. Omschrijf wat er gebeurt met de kansen.
Opdracht 5
1. Lees “Paragraaf 2.4: Waarnemingen en kansen” aandachtig door.
2. Maak een grafiek van de functie
θ ∈ [0, pi] 7→ cos2(θ/2) .
Wat valt je op aan deze functie? Komt dit overeen met de kansen die
je waarnam bij het roteren van het tweede S-G-toestel?
3. Wat is de kans dat een deeltje aan de up-uitgang verschijnt van het
tweede S-G-toestel als θ = pi? Als θ = pi/2?
Opdracht 6
1. Lees “Paragraaf 2.5: Superpositie” en de inleiding van “Hoofdstuk 3:
Qubit-kwantummechanica” aandachtig door.
2. Zoek op wat men met een vectorruimte bedoelt.
Opdracht 7
1. Lees “Paragraaf 3.1: Qubit-golffuncties . . . ” door tot net voorbij ver-
gelijking 2:
ψ =
(
cos(θ/2)
sin(θ/2) eiϕ
)
(∗)
2
2. Waaraan is eiϕ gelijk?
3. Schrijf een gelijkaardige golffunctie voor de spin van elektronen die
verschijnen aan de ↓-uitgang van een S-G-toestel.
4. Schrijf de beide golffuncties voor het geval θ = 0 en het geval θ = pi/2
waarbij ϕ = 0. Welke orie¨ntatie van het S-G-toestel komt hiermee
overeen?
5. Schrijf de beide golffuncties voor het geval θ = pi/2 waarbij ϕ = pi/2.
Welke orie¨ntatie van het S-G-toestel komt hiermee overeen?
Opdracht 8
1. Lees de volgende paragraaf van “Paragraaf 3.1: Qubit-golffuncties . . . ”
door waar men de Blochsfeer verder toelicht.
2. Open de applet The Bloch sphere of ga naar
http://www.st-andrews.ac.uk/physics/quvis/simulations twolev
/IOP%20-%20Bloch%20Sphere%20V7%20REV.html
3. Controleer dat de golffuncties die horen bij de ↑-uitgang van een toestel
dat respektievelijk gericht is volgens of tegengesteld aan de x-, y- en
z-assen overeenstemmen met de punten waar de x-, y- en z-assen de
Blochsfeer doorprikken.
Opdracht 9
1. Lees het resterende stuk van “Paragraaf 3.1: Qubit-golffuncties . . . ”
verder door.
2. Bereken het scalair product van |↑〉z en |↓〉z. Wat stel je vast? Wat kan
je zeggen i.v.m. de onderlinge orie¨ntatie van deze vectoren?
3. Zie je dat ook op de Blochsfeer?
4. Toon aan dat golffuncties die horen bij antipodale punten op de Blochs-
feer orthogonaal tot elkaar staan.
5. Verifieer dat vectoren van de vorm (∗) lengte 1 hebben.
6. Veronderstel dat je het scalair product, zoals gedefinieerd in vergelij-
king (6)
〈ψ1, ψ2〉 = α1α2 + β1β2
zou definie¨ren zonder complex toegevoegden:
〈ψ1, ψ2〉 = α1α2 + β1β2 .
Zou je met die gewijzigde definitie van het scalair product nog zinnig
de lengte van een vector kunnen invoeren?
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7. Veronderstel dat je een bundel elektronen prepareert in de | ↑〉z-toe-
stand. Je stuurt deze bundel doorheen een S-G-apparaat dat een hoek
van 40◦ maakt met de positieve z-as. Wat is de kans om een elektron
aan te treffen aan de ↑-uitgang van het gekantelde apparaat? Wat is de
kans om een elektron aan te treffen aan de ↓-uitgang van het gekantelde
apparaat?
8. Laat nu in de Phet-applet Stern-Gerlach Experiment heel veel elek-
tronen die geprepareerd zijn in de ↑-toestand door het gekantelde S-G-
apparaat gaan en bepaal de relatieve frequenties voor gemeten waarden
aan de twee uitgangen. Komen deze frequenties overeen met de bere-
kende kansen? Waarom (niet)?
http://phet.colorado.edu/sims/stern-gerlach/stern-gerlach
en.html
Opdracht 10
1. Kies twee vectoren in C2, de tweedimensionale complexe vectorruimte:
ψ1 =
(
α1
β1
)
en ψ2 =
(
α2
β2
)
.
Men zegt dat {ψ1, ψ2} een basis is van C
2 indien je elke vector ψ in C2
kan schrijven als een superpositie van ψ1 en ψ2, m.a.w. als je voor elke
ψ twee complexe getallen λ1 en λ2 kan vinden zodat
ψ = λ1 ψ1 + λ2 ψ2 .
Toon nu aan dat de nodige en voldoende voorwaarde opdat {ψ1, ψ2}
een basis van C2 zou zijn de volgende is:
α1 β2 − α2 β1 6= 0 . (∗∗)
2. {ψ1, ψ2} is een orthonormale basis van C
2 indien
〈ψ1, ψ1〉 = 〈ψ2, ψ2〉 = 1 en 〈ψ1, ψ2〉 = 〈ψ2, ψ1〉 = 0 .
Toon aan dat een orthonormale basis voldoet aan (∗∗).
3. Toon nu aan dat je de superpositiecoe¨fficie¨nten λ1 en λ2 gemakkelijk
kan vinden door het scalair product te gebruiken:
ψ = 〈ψ1, ψ〉ψ1 + 〈ψ2, ψ〉ψ2 .
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Opdracht 11
1. Lees “Paragraaf 3.2: Kwantum-spin” aandachtig door.
2. Raadpleeg de applet Eigenvectors and eigenvalues of ga naar
http://www.st-andrews.ac.uk/physics/quvis/simulations html5
/sims/EigenvectorsAndEigenvalues/Eigenvectors and Eigenvalu
es.html
Onderzoek voor e´e´n van de opgegeven transformaties welke de bijho-
rende eigenvectoren zijn.
3. Stel dat #»n een eenheidsvector is in R3.
Toon aan dat je de componenten van
#»n steeds als volgt kan schrijven:
#»n =

nxny
nz

 =

sin(θ) cos(ϕ)sin(θ) sin(ϕ)
cos(θ)


met 0 ≤ θ ≤ pi en 0 ≤ ϕ < 2pi. Ge-
bruik hiervoor de beschrijving van een
willekeurige ruimtelijke richting zoals
in nevenstaande figuur.
θ
ϕ
x
y
z
4. De spin in richting #»n wordt dan gegeven door
J #»n =
#»n ·
#»
J = nx Jx + ny Jy + nz Jz .
Schrijf J #»n als een twee bij twee matrix in termen van de hoeken θ en
ϕ.
5. Zoek de eigenwaarden en eigenvectoren van J #»n .
6. Toon aan dat de vector in vergelijking (∗) overeenkomt met de spin-up
eigenvector van J #»n .
Opdracht 12
1. Lees “Paragraaf 3.3: Meten van Spin” aandachtig door.
2. Bereken de verwachtingswaarde van Jz voor deeltjes die geselecteerd
zijn aan de ↑-uitgang van een gekanteld S-G-toestel waarvoor θ = pi/4
en ϕ = 0.
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Opdracht 13
1. Lees “Paragraaf 3.4: Commutatierelaties” aandachtig door.
2. Verifieer dat de commutator van Jx en Jy gegeven wordt door
[Jx, Jy] = i~Jz .
Opdracht 14
1. Lees “Paragraaf 3.5: Onzekerheidsrelaties” aandachtig door.
2. Zoek de definitie van variantie in statistiek terug op. Zie je gelijkenissen
met ∆2(X)?
3. Bereken ∆(Jz) door gebruik te maken van de definitie
∆2(Jz) = 〈ψ, J
2
z
, ψ〉 − 〈ψ, Jz, ψ〉
2 .
Neem daarbij ψ =
(
α
β
)
en hou er rekening mee dat ψ lengte 1 heeft.
4. Bereken de onzekerheid ∆(Jx) op Jx.
5. Leid de onzekerheidsrelatie (28) af.
• Schrijf de ongelijkheid m.b.v. de uitdrukkingen (26) en (27).
• Toon aan dat |α− β|2|α + β|2 = |α2 − β2|2.
• Werk |α2 − β2|2 uit.
• Toon aan dat 2|α|2|β|2 − α2β
2
− α2β2 ≥ 0.
• Gebruik dat |α|2 + |β|2 = 1.
6. Veronderstel dat je het systeem prepareert in een toestand met golf-
functie |↑〉z. Wat weet je dan over de onzekerheid op Jz? En over de
onzekerheid op Jx?
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Aanwijzingen bij de qubit-studiewijzer
Opdracht 2.2
Voer i.h. vlak van de beweging een orthogonaal assenstelsel in met als oor-
sprong het punt waar het deeltje in de grijze zone komt en de x-as gericht
volgens de oorspronkelijke snelheid. Zet ook de klok op nul als het deeltje de
grijze zone binnen komt. De beweging bestaat uit drie delen:
• eenparig rechtlijnig voor t < 0
• eenparig versneld voor 0 < t < t1
• eenparig rechtlijnig voor t > t1.
Hierbij is t1 het tijdstip waarop het deeltje de grijze zone verlaat. In formules
1. x(t) = v t & y(t) = 0 voor t < 0
2. x(t) = v t & y(t) = 1
2
F
m
t2 voor 0 < t < t1
3. x(t1) = d en dus t1 = d/v
4. x(t) = v t & y(t) = y1 + (t− t1)v1
met y1 de y-coo¨rdinaat voor t = t1 en v1 de y-component van de snelheid van
het deeltje op t = t1 :
y1 =
1
2
F
m
t2
1
=
1
2
F d2
mv2
en v1 =
F
m
t1 =
F d
mv
.
Nu is tan(α) de richtingscoe¨fficie¨nt van de baan voor t > t1:
tan(α) =
dy
dx
=
dy/dt
dx/dt
=
v1
v
=
F d
mv2
.
Opdracht 5.2
Zoals je kan zien aan de figuur neemt
de functie waarden aan in [0, 1] zo-
dat elke functiewaarde als een kans kan
ge¨ınterpreteerd worden. Daarenboven
is ze monotoon dalend wat maakt dat
de kansen om het deeltje aan de ↑-
uitgang te vinden daalt naarmate het
toestel een grotere hoek maakt met de
preparatierichting. De uiterste geval-
len zijn θ = 0 waar de kans 1 wordt en
θ = pi met kans 0.
0.5
1
pi
4
pi
2
3pi
4
pi
Grafiek van θ 7→ cos2(θ/2)
1
Opdracht 7.2
eiϕ = cos(ϕ) + i sin(ϕ).
Opdracht 7.3
De ↓-uitgang komt overeen met de ↑-uitgang van een S-G-toestel dat tegen-
gesteld gericht is:
θ 7→ pi − θ en ϕ 7→ (ϕ+ pi)mod 2pi .
De golffunctie wordt dan
ψ =
(
sin(θ/2)
− cos(θ/2)eiϕ
)
.
Opdrachten 9.4 en 9.5
De twee golffuncties die horen bij algemene antipodale punten zien er als
volgt uit
|↑〉 =
(
cos(θ/2)
sin(θ/2)eiϕ
)
en |↓〉 =
(
sin(θ/2)
− cos(θ/2)eiϕ
)
.
Je verifieert nu gemakkelijk dat het scalair product van beide vectoren ge-
lijk is aan 0 zodat ze orthogonaal op elkaar staan. Een even eenvoudige
berekening toont aan dat beide lengte 1 hebben.
Opdracht 10.1
Uitschrijven van ψ = λ1 ψ1 + λ2 ψ2 in componenten leidt tot het stelsel ver-
gelijkingen {
λ1 α1 + λ2 α2 = α
λ1 β1 + λ2 β2 = β
waarbij α en β de componenten van ψ zijn. De onbekenden zijn λ1 en λ2. Dit
stelsel is dan en slechts dan oplosbaar indien de determinant van het stelsel
verschillend is van nul:
α1 β2 − α2 β1 6= 0 .
In dat geval is de oplossing uniek: elke vector in C2 laat zich op een unieke
wijze schrijven als een lineaire combinatie van ψ1 en ψ2.
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Opdracht 10.2
Omdat ψ1 ⊥ ψ2 heb je dat
〈ψ1, ψ2〉 = α1 α2 + β1 β2 = 0 .
Nu bereken je de modulus kwadraat van de determinant uit opdracht 10.1
|α1 β2 − α2 β1|
2 = |α1|
2|β2|
2 + |α2|
2|β1|
2 − α1β2α2β1 − α1β2α2β1
= |α1|
2|β2|
2 + |α2|
2|β1|
2 + 2|α1|
2|α2|
2
= |α1|
2 + |α2|
2 = 1 .
Opdracht 10.3
Uit opdrachten 10.1 en 10.2 weet je dat er unieke complexe getallen λ1 en λ2
bestaan zodanig dat
ψ = λ1 ψ1 + λ2 ψ1 .
Neem je het scalair product van ψ1 met deze gelijkheid dan krijg je
〈ψ1, ψ〉 = λ1 〈ψ1, ψ1〉+ λ2 〈ψ1, ψ2〉 = λ1 .
Op analoge wijze vind je λ2 = 〈ψ2, ψ〉.
Opdracht 11.4
Je schrijft de matrix J #»n expliciet uit en gebruikt hierbij opdracht 11.3:
J #»n = sin(θ) cos(ϕ)Jx + sin(θ) sin(ϕ)Jy + cos(θ)Jz
=
~
2
{
sin(θ) cos(ϕ)
(
0 1
1 0
)
+ sin(θ) sin(ϕ)
(
0 −i
i 0
)
+ cos(θ)
(
1 0
0 −1
)}
=
~
2
(
cos(θ) sin(θ)e−iϕ
sin(θ)eiϕ − cos(θ)
)
.
Opdracht 11.5
Om de eigenwaarden van J #»n te bepalen moet je zoeken voor welke waarden
van λ ∈ C
det(J #»n − λ1) = 0 .
Rekenen je deze determinant uit dan vind je de volgende vergelijking van de
tweede graad voor λ
λ2 =
~
2
4
.
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De wortels van deze vergelijking zijn λ = ±~/2 en dit zijn dus de twee
eigenwaarden van J #»n . De eigenvector ψ die hoort bij de eigenwaarde λ = ~/2
is de vector verschillend van nul die voldoet aan de vergelijking
J #»nψ = λψ =
~
2
ψ .
Het is duidelijk dat een eigenvector slechts bepaald is op tot op een wil-
lekeurige complexe factor na: als ψ een eigenvector is dan is ook c ψ een
eigenvector wat de constante c ∈ C ook zij (natuurlijk steeds met c 6= 0). Je
kan deze vrijheid gebruiken om twee voorwaarden aan de componenten van
een eigenvector op te leggen: de eerste component kies je steeds niet-negatief
en verder kies je c zo dat de eigenvector lengte 1 heeft. Dit is trouwens de
conventie die in de nota aangenomen werd om een willekeurige golffunctie
neer te schrijven. Schrijf je nu
ψ =
(
c1
c2
)
dan reduceert de eigenwaardenvergelijking J #»nψ =
~
2
ψ zich tot(
1− cos(θ)
)
c1 = sin(θ)e
−iϕ c2 .
Kies je nu c1 niet-negatief en |c1|
2 + |c2|
2 = 1 dan vind je
ψ =
(
cos(θ/2)
sin(θ/2)eiϕ
)
.
Opdracht 13.2
Hiervoor bereken je expliciet de commutator van Jx en Jy:[
Jx, Jy
]
= JxJy − JyJx
=
~
2
4
{(
0 1
1 0
)(
0 −i
i 0
)
−
(
0 −i
i 0
)(
0 1
1 0
)}
=
~
2
4
{(
i 0
0 −i
)
−
(
−i 0
0 i
)}
=
~
2
4
(
2i 0
0 −2i
)
= i ~
~
2
(
1 0
0 −1
)
= i ~ Jz .
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Opdracht 14.3
Eerst bereken je de verwachtingswaarden van Jz en J
2
z :
〈ψ, J2zψ〉 =
~
2
4
en 〈ψ, Jzψ〉 =
~
2
(
|α|2 − |β|2
)
.
Nu kan je ook ∆2(Jz) berekenen waarbij je gebruikt dat |α|
2 + |β|2 = 1:
∆2(Jz) = 〈ψ, J
2
zψ〉 − 〈ψ, Jzψ〉
2
=
~
2
4
−
~
2
4
(
|α|2 − |β|2
)2
=
~
2
4
(
|α|2 + |β|2
)2
−
~
2
4
(
|α|2 − |β|2
)2
= ~2|α|2|β|2 .
Zo vind je dat
∆(Jz) = ~|α||β| .
Opdracht 14.3
Eerst bereken je de verwachtingswaarden van Jx en J
2
x :
〈ψ, J2xψ〉 =
~
2
4
en 〈ψ, Jxψ〉 =
~
2
(
αβ − α β
)
.
Nu kan je ook ∆2(Jx) berekenen terug gebruikend dat |α|
2 + |β|2 = 1:
∆2(Jx) = 〈ψ, J
2
xψ〉 − 〈ψ, Jxψ〉
2
=
~
2
4
−
~
2
4
(
α β − αβ
)2
=
~
2
4
(
|α|2 + |β|2
)2
−
~
2
4
(
αβ − α β
)2
=
~
2
4
(
|α|4 + |β|4 − α2 β2 − α2 β
2)
=
~
2
4
(
α2 − β2
) (
α2 − β
2)
=
~
2
4
|α− β|2 |α + β|2 .
Zo vind je dat
∆(Jx) = ~ |α− β| |α+ β| .
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